Matrici
(array multidimensionali)

Matrici

« |In matematica, in particolare in algebra lineare, una
matrice & una tabella ordinata di elementi

» Ad esempio, la 1 3 5
seguente € una
matrice intera: -1 0 2
Ao Aoy Ao
- In generale q=| G0 a,
anO anl anm
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Algebra delle matrici

« Sulle matrici si possono definire numerose operazioni: due
matrici (aventi dei numeri opportuni di righe e colonne)
pOSSONo essere sommate, sottratte, moltiplicate fra loro, e
moltiplicate per un numero (detto scalare)

- Somma (A+B),=A, +B,

« Esempio

1 3 21 [0 0 5] [1+0 3+0 2+5] [1 3 7]
1 0 O0|+|7 5 0O|=[1+7 0+5 0+0|=|8 5 0
1 2 2| |2 1 1] [1+2 2+1 241 |3 3 3
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Algebra delle matrici

« Sulle matrici si possono definire numerose operazioni: due
matrici (aventi dei numeri opportuni di righe e colonne)
pOSsSoONo essere sommate, sottratte, moltiplicate fra loro, e
moltiplicate per un numero (detto scalare)

« Moltiplicazione
CA). =CA.
per uno scalare ( )U Y

« Esempio

1 3 2] [51 53 5:2] [5 15 10
51 0 0|=|51 50 50(=|5 0 O
1 2 2] |51 52 52| |5 10 10
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Array multidimensionali

Dichiarazione di array multidimensionali

tipo—-elementi nome-array|[lung-1][lung-2]---[lung-n]
colonne
int mat[3][4]; 0 1 2 3
= matrice 3 X 4 ol2T21212
- . R righe 1 |?2|?2]|?2]|7?
= Per ogni dimensione i l'indice S5 1515
vadaOa lung-i-1. ; ;

int marketing[10] [5][12]
= (indici potrebbero rappresentare: prodotti, venditori, mesi dell’anno)

array

Accesso agli elementi

Int ele, mat[3][4];

ele = mat[0] [0]; elemento di riga 0 e colonna 0 (primo elemento)
mat [2] [3] = 28; elemento di riga 2 e colonna 3 (ultimo elemento)

mat[2] [1] = mat[0][0] * mat[1][3];

m Come per i vettori, I'unica operazione possibile sulle matrici & I’accesso
agli elementi tramite I’operatore []

Inizializzazione di matrici 11213
41516

int mat[2] [3] {{1,2,3}, {4,5,6}};

_ 11213
int mat([2][3] = {1,2,3,4,5,6}; 0/0]0
int mat[2][3] = {{1,2,3}}; —

int mat[2][3] = {1,2,3}; 11010

int mat[2] [3]

({1}, {2,3}}; 51370
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Esempio

#include <stdio.h>
##define RIG 2
#define COL 3
main ()
{

int mat [RIG] [COL];

int i, j;
- /* lettura matrice */
Lettura e printf ("Lettura matrice %d x %d;\n", RIG, COL);
stampa di for (i = 0; i < RIG; i++)
una matrice for (j = 0; j < COL; j++)

scanf ("%$d", &mat[i] []j]);
/* stampa matrice */
printf ("La matrice e’ :\n");
for (i = 0; i < RIG; i++) {
for (j = 0; j < COL; j++)
printf ("%d\t", mat[i][]]);
printf("\n");
}
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Esercizi

« Scrivere un programma che
— Acquisisce due matrici 3x4, chiamandole A e B

— effettua la somma A+B registrando il risultato in una
terza matrice C

o Stampa il contenuto di C
— Richiede un valore scalare ¢

o Effettua il prodotto di A per lo scalare c, cA, e registra il
risultato in C

— Stampa il contenuto delle matrici A, Be C

vettori




Algebra delle matrici

« La moltiplicazione tra due matrici A e B € un'operazione
piu complicata delle precedentsi

— La definizione di moltiplicazione &€ motivata dal fatto che una
matrice modellizza una applicazione lineare: il prodotto di matrici
corrisponde alla composizione di applicazioni lineari

« Moltiplicazione di —
due matrici Cij = AZ_; Air, - By

a a a bOO bOl
. 00 01 02
« Esempio ‘1 by by |=
a a a
10 11 12
bzo b21_

Agobyy + agbyy + agbyy  agby, +ayby, +ay,b,,

a,oby + ay\byy +a,b,,  aby, +a,,by, +a,,b,,

array

Algebra delle matrici

« La moltiplicazione tra due matrici A e B € un'operazione
piu complicata delle precedents

— La definizione di moltiplicazione &€ motivata dal fatto che una
matrice modellizza una applicazione lineare: il prodotto di matrici
corrisponde alla composizione di applicazioni lineari

- Moltiplicazione di -
due matrici Cij = ; Ai - By

#idefine M 3
#idefine P 4
#idefine N 2
int a[M][P], b[P][N], c[M][N];

/* calcolo prodotto */
for (i = 0; i < M; i++)
for (j = 0; j < N; j++) {
c[i]l[3j] = O;
for (k = 0; k < P; k++)
c[i][J] = c[1]1[3] + alil[k] * b[k][3];
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Matrici e sistemi lineari

« (Grazie alle regole finora date, le matrici sono utili anche
nella rappresentazione di sistemi di equazioni lineari

Ay Xy + Ay X+t a,,x, =b,

a0 X, +a,x, +--+a,x, =b,

(Ao Xy + A X+t a,, X, = b, .
b _amO aml o amn ] _xm ] _bm_

array

Esercizi

Leggere due matrici A(MxN) e B(MxN) - I'utente sceglie
la dimensione (comune) delle matrici (MAX 50*50)

Il programma deve poter:

1. stampare la matrice somma
2. stampare la matrice prodotto (se possibile)
3 . stampare le matrici

4 . uscire dal programma
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Esercizi

Programma che legge una matrice A(MxN) (le dimensioni sono a
scelta dell’utente — dimensioni massime 50*50) e

1. stampa I'’elemento massimo con i suoi indici di riga e di colonna
2. costruisce il vettore degli elementi massimi di ogni riga, e lo stampa
3. costruisce il vettore degli elementi massimi di ogni colonna, e lo stampa

4. calcola la matrice T(NxM) trasposta di A, e la stampa
(il generico elemento T;della trasposta T di A e pari ad A;)
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Rango di una matrice

» Nell'algebra lineare, il rango o caratteristica di una matrice
A e il massimo numero di colonne (o righe) linearmente
indipendenti in A

« Il modo piu semplice per calcolare il rango di una matrice
A e dato dall'algoritmo di Gauss. L'algoritmo trasforma la
matrice in una matrice a gradini con lo stesso rango, dato
dal numero di righe non nulle, o equivalentemente di pivot

« Esempio con rango(A)=2

(2 4 1 3] @2 05 1]
-1 -2 1 0 0 0 1
0O 0 2 2 100 0 O
'3 6 2 5 0 0 0 0]
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Algoritmo di Gauss

 L'algoritmo, attraverso l'applicazione di operazioni
elementari dette mosse di Gauss, riduce la matrice in una

forma detta a gradini

— La matrice cosi ridotta permette il calcolo del rango della matrice
nonché la risoluzione del sistema lineare ad essa associato

« Le mosse di Gauss sono operazioni che modificano una
matrice in uno dei modi seguenti:

» scambiando due righe;
» moltiplicando una riga per un numero diverso da zero;

« sommando una riga ad un multiplo di un'altra riga.

» scambiare I'ordine di scrittura di due equazioni;

Inunsistemadi | . moltiplicare entrambi i membri di un'equazione per un
equazioni lineari, . )
le mosse numero diverso da zero;

corrispondono a: | « sommare ad ogni membro di un'equazione la stessa
quantita a sinistra e a destra.

array

Algoritmo di Gauss

« L'algoritmo, attraverso l'applicazione di operazioni
elementari dette mosse di Gauss, riduce la matrice in una

forma detta a gradini

— La matrice cosi ridotta permette il calcolo del rango della matrice
nonché la risoluzione del sistema lineare ad essa associato

» Le mosse di Gauss sono operazioni che modificano una
matrice in uno dei modi seguenti:

« scambiando due righe;
—W‘ H H H ) p—

« sommando una riga ad un multiplo di un'altra riga.

« scambiare I'ordine di scrittura di due equazioni;

E’ comodo — —mottiptcare-entrambi-+membridiureguazione-per-un-
vedremo perché —f R ere=cir e reo-claRAereri—

E;'i";'it?nrf);as:'”e « sommare ad ogni membro di un'equazione la stessa
quantita a sinistra e a destra.
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Algoritmo di Gauss

0 4 3
Se la prima riga (riga «0») ha il 0 -2
primo elemento nullo, scambiala 4|, |
con una riga che ha il primo 36
elemento non nullo. Se tutte le A =

1

0
righe hanno il primo elemento nullo, l | “ |0 4
passa al punto 3 3 6

Per ogni riga R, (eccetto la prima = i>0) cerca
il primo elemento non nullo (colonna k),
moltiplica la prima riga per un coefficiente
scelto in maniera tale che la somma tra la R « R ——k
prima riga e R abbia I'elemento k-esimo nullo l " oay,
(coefficiente=- g,/ a,,). Sostituisci R, con la

somma appena ricavata

N o = =

0
2
5

N = =N
W W O N

Adesso sulla prima colonna tutte le cifre,
eccetto forse la prima, sono nulle. A questo
punto ritorna al punto 1 considerando la
sottomatrice che ottieni cancellando la prima
riga e la prima colonna

array

Esempio (I)

2
R, eRl—TRO 1 2 =3 0
3 A =0 0 4 2
Rz%Rz_TRo 0O 0 5 3

Non ci sono elementi
diversi da zero, passo
alla colonna successiva

5
R, < R, _ZRI

array




Esempio (Il)

_ _ _q i
2 4 13 R <R R, 2 4 1 3

‘ a|7b -2 10 4 |00 15 15
0 0 2 2 3 “lo 0 2 2
|3 6 25 Ry R, =2 R, 00 05 05

Non ci sono elementi
diversi da zero, passo A,
alla colonna successiva

Una possibile implementazione
1. Leggo la matrice

2. Per ogniriga (e dalla prima all’'ultima di esse)
2.1 devo controllare che la riga che alla colonna "colonna" abbia un
elemento diverso da zero (se la colonna e 'ultima, termino il punto (2.1))

2.1.1 se ha zero, devo cercare una riga successiva che alla colonna "colonna" abbia
un elemento diverso da zero

— Se c’e, la porto «in cima» alle righe, scambiandola di posto con I'attuale
— altrimenti, passo alla prossima colonna, e torno al punto (2.1)

2.2 se ho ottenuto una riga con alla colonna "colonna" un elemento
diverso da zero
2.2.1 in tutte le righe successive effettuo la sostituzione «alla Gauss»

3. Calcolo il rango
(numero delle righe contenenti elementi diversi da zero)

4. Calcolo il determinante
(produttoria dei termini diagonali — attenzione al numero di scambi in (2))
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Algebra delle matrici quadrate

 Fra le matrici, occupano un posto di rilievo le matrici

quadrate, cioe le matrici n*n
— matrici che hanno lo stesso numero n di righe e di colonne

» Moltiplicando fra loro due matrici quadrate n*n, si ottiene

un’altra matrice quadrata n*n
— Di una matrice A & quindi possibile calcolare A*A, A*A*A, ...
o Fare la potenza di una matrice A, A2, A3, ... A™

I O 0

- Elemento neutro per I — 0 1 0
la moltiplicazione:

0 O 1
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Algebra delle matrici quadrate

 Fra le matrici, occupano un posto di rilievo le matrici
quadrate, cioé le matrici n*n
— matrici che hanno lo stesso numero n di righe e di colonne

 In matrici quadrate il procedimento di Gauss induce una
forma particolare, in cui il «triangolo inferiore» della
matrice € composto da soli zeri
— Triangolarizzazione di una matrice

— Nota: nel processo possono comparire degli zeri anche in altre
posizioni — caso particolare: sulla diagonale

3
o =) 4=
0

array

S

Il
N
S =




Determinante delle matrici quadrate

 In algebra lineare, il determinante € una funzione che
associa ad ogni matrice quadrata A uno scalare che ne
sintetizza alcune proprieta algebriche

|l determinante € uno strumento usato in vari settori della
matematica:
— nello studio dei sistemi di equazioni lineari
— nel calcolo infinitesimale a piu dimensioni (p.e. Jacobiano)
— nel calcolo tensoriale,
— nella geometria differenziale

array

Determinante delle matrici quadrate

 In algebra lineare, il determinante e una funzione che
associa ad ogni matrice quadrata A uno scalare che ne
sintetizza alcune proprieta algebriche

« |l significato geometrico principale si ottiene interpretando
la matrice quadrata A di ordine n come trasformazione
lineare di uno spazio vettoriale a n dimensioni:

— il valore assoluto di det(A) € il fattore con cui vengono modificati i
volumi degli oggetti contenuti nello spazio

— se e diverso da zero, il (o 1
segno del determinante i
indica inoltre se la
trasformazione A preserva
o cambia I'orientazione X
dello spazio rispetto agli
assi di riferimento. f(x,)

f(x,)
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Calcolo del determinante...

... di matrici quadrate (limitiamoci a questi casi).

Si utilizza lo sviluppo di Laplace

SeAeg?2*2:

Se Aeée 3*3:

Ay
A=|aq,

ay

a a
00 01 — —

a a
det(A)=(—=1)""a,, det| | " 12} +

| Ay Ay
[ a a
| 4y Ay

a,, dap
a a

dy Ay +( 1)2+0a20 det |: o 02}
a,, dp

Calcolo del determinante...

... di matrici quadrate (limitiamoci a questi casi).

Si utilizza lo sviluppo di Laplace

Se Aé 2*2: A={

Se Aé n*n:

a,, a
00 01 = —
} det(A)= aya,, — a,a,,

« (i siriconduce al calcolo di n
determinati di matrici (n-1)*(n-1)

» Complicato e dispendioso
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Calcolo del determinante...

... di matrici quadrate (limitiamoci a questi casi).

 Si utilizza lo sviluppo di Laplace

det(A)=(-1)""a,, de t([““ “”D+
Ay Ao Ay 1+0 0. det %)
A= 0 aqa, a,
0 0 ay
2+0 0 d tu: :D

array

« Se pero A fosse in forma
triangolare...:

Calcolo del determinante...

... di matrici quadrate (limitiamoci a questi casi).

 Si utilizza lo sviluppo di Laplace

« Se pero A fosse in forma

triangolare...:
a a
det(A): (_ 1)0+0a00 det[{ 11 12 }) _
0 a,
Ay dygy Ay :aoo(auazz _O'alz):
A= 0 aqa, a, = Ay 1Ay
0 0 ay ... il determinante sarebbe il

semplice prodotto dei termini
sulla diagonale
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Calcolo del determinante...

... di matrici quadrate (limitiamoci a questi casi).

Si utilizza lo sviluppo di Laplace

Le mosse di Gauss (limitate ai due tipi precedentemente
evidenziati) mantengono invariato il valore del determinate
— Cambia solo il segno ad ogni scambio di righe

Il procedimento diventa quindi semplice:

— Si triangolarizza la matrice (contando quanti scambi di riga sono
stati effettuati — sia «numero_di _scambi» il valore)

— Si effettua il prodotto dei termini sulla diagonale
— Si moltiplica il prodotto cosi ottenuto per (-1)*(numero_di _scambi)
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Esercizi (Il

Programma che legge una matrice A(NxN) e

1. verifica se la matrice é diagonale
(una matrice si dice diagonale se A;#0 solo quando /=j;
2. verifica se la matrice € simmetrica
(una matrice si dice simmetrica se A;=A; per ogni coppia di indici i e j);

3. calcola il rango della matrice

4. calcola il determinante della matrice
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Esempi

1 2 3 2 0 1
A=|4 -2 3 A=|3 2 -3
2 5 -1 -1 -3 5
Det(A)=79 Det(A)=-5
(3 -2 -5 4]
2 0 1 1 0 O A__528—5
A=|2 2 -3 A=|3 2 -4 -2 4 7 -3
5 3 1 4 1 3 2 -3 -5 8|
Det(A)=18 Det(A)=10 Det(A)=-54
array

Applicazione: regola di Cramer

( A1 1T1 + A1 2To + -+ Q1 Ty = by

* Sistema darisolvere ) 2111 +a22T2 + o+ QppTn = by

\an,ll‘I + Ao+ -+ ATy = bn,
« Matrice dei coefficienti ay Gy ... Gy
1y Gz ... (2n
p1 Ap2 von Opn

. Se oot e @l g yguale a zero il metodo di
det| -~ " "l Cramer non & applicabile ed il
ar an .. a.| Sistema e impossibile o

indeterminato

array




Applicazione: regola di Cramer

« Sistema da risolvere

« Matrice dei coefficienti

a1
a1
+ Soluzioni
oluzioni
by a - Qyp app, by ... a,
by az - lap axp by ... ax
det det
bn Ap2 ... Qnpn any bn cee Qpp
1'1 = . 1'2 =
a1 Q2 ... Qn 11 aq2 T
z1 Qg2 ... dQ2n Q21 Q22 - Qo
det| det ]
p1 Ap2 ... Qpp p1 Ap2 ... Qpn

array

aq:

2
32

n2

,
11T + A12T2 + -+ -+ A1 Ty
(1% + Q22T + -+ - + A2 Ty

\an.,bl‘l + p 2T + -+ Up nln

= b].
= b.2
- bn,
A1n
Qan
. Opp
ayp a9 . b1
azy g ... bQ
det| . .
Any Qpz ... bn
Un =
11 12 ... Qn
g1 Qg2 ... a2y
det
An1 Ap2 ... Qppn

Applicazione: regola di Cramer

« Nota: il calcolo del determinante implica
moltissime somme e moltiplicazioni (divisioni)

— & quindi instabile

— & pratico solo per sistemi di piccole dimensioni

— é comungue importante, perché indica una via generale

di soluzione
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